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FIBRE´ VECTORIEL DE 0-CORRE´LATION PONDE´RE´
SUR L’ESPACE P2n+1
MOHAMED BAHTITI
Re´sume´. Nous e´tudions dans cet article une nouvelle famille de fibre´s vectoriels symplectiques
alge´briques stables de rang 2n sur l’espace projectif complexe P2n+1 dont le fibre´ de corre´lation
nulle classique fait partie. Nous montrons que cette famille est invariante par rapport aux
de´formations miniversales. Nous e´tudions e´galement les conditions cohomologiques suffisantes
pour qu’un fibre´ vectoriel symplectique sur une varie´te´ projective soit stable.
ABSTRACT. We study in this paper a new family of stable algebraic symplectic vector
bundles of rank 2n on the complex projective space P2n+1 whose classical null correlation
bundles belongs. We show that these bundles are invariant under a miniversal deformation.
We also study the sufficient cohomological conditions for a symplectic vector bundle on a
projective variety to be stable.
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1. Introduction
Les fibre´s vectoriels alge´briques non-de´composables connus de rang n− 1 sur l’espace projectif
complexe Pn pour n ≥ 6 sont rares. Les familles de fibre´s vectoriels seulement connues sont la
famille de fibre´s de Tango ponde´re´s de rang n− 1 [9] et celle de fibre´s instantons de rang n− 1
pour n impair [24].
La famille de fibre´s instantons pre´sente un lien important entre la ge´ome´trie alge´brique et
la physique mathe´matique, en particulier la the´orie de Yang-Mills. Cette famille de fibre´s a
e´te´ construite sur P3 par Atiyah, Drenfeld, Hitchin et Manin [6] et correspond, graˆce a` la
correspondance de Penrose-Ward, aux solutions auto-duales (instantons) des SU(2)-e´quations
de Yang-Mills sur la sphe`re euclidienne S4 [6, 11, 4, 5]. Suite a` la ge´ne´ralisation de la correspon-
dance de Penrose-Ward sur l’espace projectif complexe de dimension impaire par Salamon [27],
la famille de fibre´s instantons a e´te´ ge´ne´ralise´e sur P2n+1 par Okonek et Spindler [24]. Ensuite
Spindler et Trautmann ont e´tudie´ la famille de fibre´s instantons spe´ciaux [28].
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Les fibre´s instantons spe´ciaux de nombre quantique 1 sont des fibre´s de corre´lation nulle
classiques sur P2n+1 et sont la cohomologie de monades de type
0 −→ OP2n+1(−1)
B
−→ C2n+2 ⊗OP2n+1
A
−→ OP2n+1(1) −→ 0,
ou`
A =
(
yn . . . y0 ; −xn . . . −x0
)
, B =T
(
x0 . . . xn ; y0 . . . yn
)
,
x0, x1, . . . , xn, y0, y1, . . . , yn e´tant des formes line´aires sans ze´ro commun sur P
2n+1.
En particulier nous nous inte´ressons a` la ge´ne´ralisation de ces fibre´s qui ont e´te´ e´tudie´s sur P3
par Ein [12], sur P5 par Ancona et Ottaviani pour la premie`re classe de Chern c1 = 0 [2] et qui
ont e´te´ de´finis sur P2n+1 par Migliore, Nagel et Peterson [22]. Plus pre´cise´ment, soient γ > 0
et ζ = 0, 1 et λi des entiers naturels pour i = 0, 1, 2, . . . , n tels que
γ − ζ > λn ≥ λn−1 ≥ . . . ≥ λ0 ≥ 0.
Soient gi ∈ H0(P2n+1,OP2n+1(γ − λi − ζ)) et fi ∈ H
0(P2n+1,OP2n+1(γ + λn−i)) des formes
homoge`nes sur P2n+1 sans ze´ro commun sur P2n+1. Les fibre´s de corre´lation nulle ponde´re´s
(les fibre´s de 0-corre´lation ponde´re´s) sont la cohomologie de monades de type
0 −→ OP2n+1(−γ − ζ)
B
−→ Hζ
A
−→ OP2n+1(γ) −→ 0,
ou`
A =
(
gn . . . g0 ; −fn . . . −f0
)
, B =T
(
f0 . . . fn ; g0 . . . gn
)
,
et
Hζ :=
n⊕
i=0
(OP2n+1(λn−i))⊕
n⊕
i=0
(OP2n+1(−λi − ζ)) .
La cohomologie Nζ de la monade pre´ce´dente est un fibre´ vectoriel symplectique normalise´ de
rang 2n sur P2n+1 pour laquelle les conditions suivantes sont e´quivalentes (the´ore`me 4.13)
I- γ − ζn >
∑n
i=0 λi.
II- Nζ est stable.
III- Nζ est simple.
Les de´formations miniversales d’un tel fibre´ Nζ sont encore des fibre´s de 0-corre´lation ponde´re´s
sur P2n+1 et l’espace de Kuranishi du fibre´ Nζ est lisse au point correspondant de Nζ (the´ore`me
5.8). Les conditions cohomologiques suffisantes pour qu’un fibre´ vectoriel symplectique sur une
varie´te´ projective soit stable sont e´nonce´es dans le the´ore`me2.5.
Je tiens a` exprimer ma gratitude au directeur de ma the`se M. J.-M. Dre´zet et au professeur
G. Ottaviani pour des discussions utiles. Je remercie e´galement toutes les personnes qui ont
contribue´ a` m’aider a` re´aliser mes travaux. Cet article fait partie de ma the`se.
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2. Pre´liminaires
2.1. De´finition. On de´finit la re´solution de Koszul ge´ne´ralise´e de la suite exacte des fibre´s
0 −→ A −→ B −→ F −→ 0
par
0 −→ S iA −→ S i−1A⊗ B −→ S i−2A⊗
2∧
B −→ S i−3A⊗
3∧
B −→ S i−4A⊗
4∧
B −→ . . .
. . . −→ S2A⊗
i−2∧
B −→ A⊗
i−1∧
B −→
i∧
B −→
i∧
F −→ 0
Soient rg(F ) = r, et c1(F ) = c. On a
∧r−i
F ∗ =
∧r
F ∗ ⊗
∧i
F =
∧i
F (−c). En tensorisant la
re´solution de Koszul ge´ne´ralise´e par
∧r
F ∗, on obtient une re´solution pour
∧r−i
F ∗
0 −→ S iA(−c) −→ S i−1A⊗B(−c) −→ S i−2A⊗
2∧
B(−c) −→
S i−3A⊗
3∧
B(−c) −→ Si−4A⊗
4∧
B(−c) −→ . . .
. . . −→ S2A⊗
i−2∧
B(−c) −→ A⊗
i−1∧
B(−c) −→
i∧
B(−c) −→
r−i∧
F ∗ −→ 0
2.2. De´finition. Soit E un fibre´ vectoriel de rang 2r sur une varie´te´ projective X. On dit que
le fibre´ E est symplectique si et seulement s’il existe un entier b ∈ Z et un isomorphisme de
fibre´s
ϕ : E −→ E∗(b) tel que ϕ∗ = −ϕ.
Autrement dit, le fibre´ E est symplectique si et seulement s’il existe une forme symplectique non-
de´ge´ne´re´e ̟ ∈ H0(
∧2
E(−b)). Dans ce cas, la premie`re classe de Chern de E est c1(E) = br.
Nous allons de´velopper les conditions cohomologiques suffisantes pour qu’un fibre´ vectoriel
symplectique de rang 2r sur une varie´te´ projective X soit stable. Le lemme suivant est une
ge´ne´ralisation de ([1], Lemme 1.10).
2.3. Lemme. Soit E un fibre´ vectoriel symplectique de rang 2r 2.2 sur une varie´te´ projective
X. Pour tout 1 ≤ j ≤ r − 1, le fibre´ OX est un supple´mentaire dans le fibre´
∧2j
E(−bj) et le
fibre´ E est un supple´mentaire dans le fibre´
∧2j+1
E(−bj). Autrement dit, on a
2j∧
E(−bj) ≃ OX ⊕Bj
2j+1∧
E(−bj) ≃ E ⊕Aj .
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De´monstration. Pour tout i ≤ r. On a une forme non-de´ge´ne´re´e ̟ ∈ H0(
∧2
E(−b)), donc on
peut de´finir un morphisme injectif Φ qui est localement donne´ par
Φ :
i−2∧
E −→
i∧
E(−b)
e1 ∧ . . . ∧ ei−2 7−→ e1 ∧ . . . ∧ ei−2 ∧̟.
Alors pour i = 2j, le fibre´ OX est un supple´mentaire dans le fibre´
∧2j
E(−jb). Pour i = 2j+1,
le fibre´ E est aussi un supple´mentaire dans le fibre´
∧2j+1
E(−jb).

2.4. Remarque. Pour tout fibre´ vectoriel, le fibre´
∧j+1
E est un supple´mentaire dans le fibre´
E ⊗
∧j
E, ou` j ≥ 0. C’est-a`-dire, on a un morphisme injectif localement donne´ par
Φ :
j+1∧
E −→ E ⊗
j∧
E
e1 ∧ . . . ∧ ej+1 7−→
1
j + 1
j+1∑
i=1
(−1)j−i+1(e1 ∧ . . . ∧ êi ∧ . . . ∧ ej+1)⊗ ei.
Le the´ore`me suivant est une ge´ne´ralisation de ([1], the´ore`me 3.5).
2.5. The´ore`me. Soient E un fibre´ vectoriel symplectique de rang 2r, E ≃ E∗(b) ou` b ∈ Z, sur
une varie´te´ projective X avec Pic(X) = Z, et 1 ≤ 2j + 1 ≤ r un entier. On a
1- Soient b ≥ 0, et
I) h0(
∧2j+1
E) = 0,
II) h0(E(−b(j + 1))⊗
∧2j+1
E) = 1.
Alors E est stable (au sens de Mumford-Takemato).
2- Soient b ≤ 0, et
I) h0(
∧2j+1
E∗) = 0,
II) h0(E∗(b(j + 1))⊗
∧2j+1
E∗) = 1.
Alors E est stable (au sens de Mumford-Takemato).
De´monstration. 1- Pour b ≥ 0. Premie`rement, supposons que l’on ait Z1 un sous-faisceau de
fibre´ E de rang 2t1 + 1 qui de´stabilise le fibre´ E. D’apre`s la de´finition de la stabilite´ on a
c1(Z1) = m1 ≥ 0, alors on a la suite exacte suivante
0 −→ Z1 −→ E −→ G −→ 0
ou` G est un faisceau sans torsion. En appliquant la re´solution de Koszul 2.1, on a
0 −→
2t1+1∧
Z1 −→
2t1+1∧
E,
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qui donne le morphisme
0 −→ OX(m1) −→
2t1+1∧
E,
on obtient
0 // OX //
ϕ
##❍
❍❍
❍❍
❍❍
❍❍
∧2t1+1E(−m1)
ww♦♦♦
♦♦
♦♦
♦♦
♦♦
∧2t1+1E
Donc le morphisme ϕ est une section de fibre´
∧2t1+1E, ce qui contredit h0(∧2t1+1E) = 0.
Deuxie`mement. Supposons que l’on ait Z un sous-faisceau de fibre´ E de rang 2t+2 et c1(Z) = m
qui de´stabilise le fibre´ E, alors on a la suite exacte suivante
(∗) 0 −→ Z −→ E −→ G −→ 0
ou` G est un faisceau sans torsion. En appliquant la re´solution de Koszul 2.1, on a
0 −→
2t+2∧
Z
f
−→
2t+2∧
E
g
−→ G⊗
2t+1∧
E −→ . . .
qui donne
0 −→ OX(m− b(t + 1))
f
−→
2t+2∧
E(−b(t + 1))
g
−→ G(−b(t + 1))⊗
2t+1∧
E −→ . . .
ou` on a g.f = 0. En tensorisant la suite exacte (*) par le fibre´
∧2t+1
E(−b(t + 1)), on obtient
la suite exacte suivante
(∗∗) 0 −→ Z⊗
2t+1∧
E(−b(t+1)) −→ E(−b(t+1))⊗
2t+1∧
E
h
−→ G(−b(t+1))⊗
2t+1∧
E −→ 0.
Mais d’apre`s la remarque 2.4 , on a
2t+2∧
E(−b(t + 1)) ⊂ E(−b(t + 1))⊗
2t+1∧
E,
alors on obtient que h|∧2t+2 E(−b(t+1)) = g. D’apre`s le lemme 2.3 , on obtient
OX ⊕Bt ∼=
2t+2∧
E(−b(t + 1)) ⊂ E(−b(t + 1))⊗
2t+1∧
E,
qui donne, d’apre`s (II), h0(Bt) = 0. Donc on obtient que
f(OX(m− b(t + 1))) ⊂ OX , g(OX) = 0 et h(OX) = 0.
En prenant la cohomologie de la suite exacte (**), on obtient la re´solution suivante
0 −→ H0(Z(−b)⊗
2t+1∧
E(−bt)) −→ H0(E(−b)⊗
2t+1∧
E(−bt))
H0(h)
−→
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H0(G(−b(t + 1))⊗
2t+1∧
E) −→ . . .
Comme
OX ⊂
2t+2∧
E(−b(t + 1)) ⊂ E(−b)⊗
2t+1∧
E(−bt) ≃ Hom(
2t+1∧
E∗(bt), E(−b)),
alors on a un morphisme non nul ϕ :
∧2t+1
E∗(bt) −→ E(−b) correspondant a` OX tel que
H0(h)(ϕ) = 0. Donc il existe un morphisme surjectif ψ dans Hom(
∧2t+1
E∗(bt), Z(−b))
projecte´ sur OX tel que
∧2t+1
E∗(bt)
ϕ
//
ψ
&&▼▼
▼▼
▼▼
▼▼
▼▼
▼
E(−b) // 0
Z(−b)
::✉✉✉✉✉✉✉✉✉
%%❏
❏❏
❏❏
❏❏
❏❏
❏❏
0
77♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣
0
Mais c’est une contradiction au fait que la condition h0(E(−b(t + 1))⊗
∧2t+1
E) = 1 entraˆıne
que ϕ est le seul morphisme surjectif non nul projecte´ sur la supple´mentaire OX (voir 2.3).
Donc E est stable.
2- Si b ≤ 0. On conside`re ((E)∗)∗(−b) ≃ E∗. Comme on a
h0(
2j+1∧
E∗) = 0, h0(E∗(b(j + 1))⊗
2j+1∧
E∗) = 1
alors, d’apre`s (1), E∗ est stable. Donc E est stable.

2.6. Remarque. Soit E un fibre´ symplectique de rang 2r sur une varie´te´ projective X ,
E ≃ E∗(b) pour un b ∈ Z. Alors le fibre´ normalise´ de E est un cas parmi les deux cas suivants
- Soient b = 2m − ζ et ζ = 0, 1. Alors on a E(−m) ≃ (E(−m))∗(−ζ) et le fibre´ normalise´ de
E est E(−m) avec c1(E(−m)) = −ζr.
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3. Fibre´ vectoriel de 0-corre´lation ponde´re´
Soient V un espace vectoriel complexe de dimension 2n+ 2, et P2n+1 = P(V ) l’espace projectif
complexe associe´ dont les points sont les droites de V . Soient γ > 0, n ≥ 1, ζ = 0, 1 et λi des
entiers naturels pour i = 0, 1, 2, . . . , n tels que
γ − ζ > λn ≥ λn−1 ≥ . . . ≥ λ0 ≥ 0.
Soient gi ∈ H0(P2n+1,OP2n+1(γ − λi − ζ)) et fi ∈ H
0(P2n+1,OP2n+1(γ + λn−i)) des formes
homoge`nes sur P2n+1 sans ze´ro commun sur P2n+1. On conside`re la (2n+ 2)× 1-matrice
B =T
(
f0 . . . fn ; g0 . . . gn
)
et la 1× (2n+ 2)-matrice
A =
(
gn . . . g0 ; −fn . . . −f0
)
qui ve´rifient A.B = 0. On conside`re aussi le fibre´
Hζ :=
n⊕
i=0
(OP2n+1(λn−i))⊕
n⊕
i=0
(OP2n+1(−λi − ζ)) .
On obtient un isomorphisme canoniqueHζ ≃ H∗ζ(−ζ). Tout cela nous donne la monade suivante
0 −→ OP2n+1(−γ − ζ)
B
−→ Hζ
A
−→ OP2n+1(γ) −→ 0.
On en de´duit les suites exactes suivantes
0 −→ OP2n+1(−γ − ζ)
B
−→ Hζ −→ Qζ;γ;λn,λn−1,...,λ0 −→ 0,
ou` Qζ;γ;λn,λn−1,...,λ0 est un fibre´ vectoriel de rang 2n + 1 sur P
2n+1 et
0 −→ Nζ;γ;λn,λn−1,...,λ0 −→ Qζ;γ;λn,λn−1,...,λ0
A
−→ OP2n+1(γ) −→ 0,
ou` Nζ;γ;λn,λn−1,...,λ0 est un fibre´ vectoriel de rang 2n sur P
2n+1. Autrement dit, le fibre´ vectoriel
Nζ;γ;λn,λn−1,...,λ0 est la cohomologie de la monade pre´ce´dente. Le fibre´ Nζ;γ;λn,λn−1,...,λ0 a e´te´
e´tudie´ sur P3 par Ein [12], sur P5 par Ancona et Ottaviani pour ζ = 0 [2], et a e´te´ de´fini sur
P
2n+1 par Migliore, Nagel et Peterson [22].
3.1. De´finition. On appelle le fibre´ Qζ;γ;λn,λn−1,...,λ0 le fibre´ de quotient ponde´re´ sur P
2n+1 des
poids γ;λn, λn−1, . . . , λ0, et on appelle le fibre´ Nζ;γ;λn,λn−1,...,λ0 le fibre´ de 0-corre´lation ponde´re´
sur P2n+1 des poids γ;λn, λn−1, . . . , λ0 avec c1 = −ζn et d’une charge topologique
c2 = γ
2 −
n∑
i=0
λ2i + ζ(γ + ζ
n.(n− 1)
2
−
n∑
i=0
λi).
On va utiliser Qζ , Nζ a` la place de Qζ;γ;λn,λn−1,...,λ0 , Nζ;γ;λn,λn−1,...,λ0 respectivement. On a donc
la monade suivante
(1) 0 −→ OP2n+1(−γ − ζ)
B
−→ Hζ
A
−→ OP2n+1(γ) −→ 0
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et les suites exactes suivantes
(2) 0 −→ OP2n+1(−γ − ζ)
B
−→ Hζ −→ Qζ −→ 0,
et
(3) 0 −→ Nζ −→ Qζ
A
−→ OP2n+1(γ) −→ 0.
On en de´duit que c1(Qζ) = γ − ζn. Soit J une (2n+ 2)× (2n+ 2)-matrice symplectique
J =


−1
0 .
.
.
−1
1
.
.
. 01


.
Alors on a J2 = −I et TB = −A(−ζ).J et TA = −J.B(−ζ).
3.2. Proposition. Le fibre´ de 0-corre´lation ponde´re´ Nζ sur P2n+1 est un fibre´ symplectique.
De´monstration. Le fibre´ N ∗ζ est la cohomologie de la monade suivante
0 −→ OP2n+1(−γ)
−J.B(−ζ)
−→ Hζ
−A(−ζ).J
−→ OP2n+1(γ + ζ) −→ 0
ou` J2 = −I, TB = −A(−ζ).J et TA = −J.B(−ζ). Donc l’isomorphisme de monades suivant
0 // OP2n+1(−γ − ζ)
B
// Hζ
A
//
J

OP2n+1(γ) //
I(−ζ)

0
0 // OP2n+1(−γ − ζ)
−J.B(−ζ)
// H∗ζ(−ζ)
−A(−ζ).J
// OP2n+1(γ) // 0
induit un isomorphisme ϕ : Nζ −→ N ∗ζ (−ζ). En transposant le diagramme pre´ce´dent, les
fle`ches verticales sont multiplie´es par −1. Donc on obtient Tϕ(−ζ) = −ϕ.

3.3. Proposition. Soient Qζ le fibre´ de quotient ponde´re´ sur P2n+1 et Nζ le fibre´ de
0-corre´lation ponde´re´ sur P2n+1 qui sont de´finis par les suites exactes 2et 3. Alors on a
I) Qζ est stable si et seulement si γ − ζn > (2n + 1)λn.
II) Si Qζ est stable, alors Nζ est simple.
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De´monstration. Le the´ore`me 2.7, [7] donne (I).
Pour de´montrer II), supposons que Qζ est stable. En tensorisant la suite 3 par Nζ, on obtient
la suite exacte suivante
0 −→ Nζ ⊗N
∗
ζ −→ Qζ ⊗N
∗
ζ
A
−→ N ∗ζ (γ) −→ 0.
Alors on a
h0(Nζ ⊗N
∗
ζ ) ≤ h
0(Qζ ⊗N
∗
ζ ).
D’apre`s le lemme 2.3 et la proposition 3.2, on a que
1 ≤ h0(Nζ ⊗N
∗
ζ ).
On tensorise la suite duale de la suite 3 par Qζ ce qui permet d’obtenir la suite exacte suivante
0 −→ Qζ(−γ)
TA
−→ Qζ ⊗Q
∗
ζ −→ Qζ ⊗N
∗
ζ −→ 0.
Cependant, de la suite 2 on a
h0(Qζ(−γ)) = h
1(Qζ(−γ)) = 0.
Alors on a
h0(N ∗ζ ⊗Qζ) = h
0(Q∗ζ ⊗Qζ).
Mais, Qζ est stable. On en de´duit que h0(Nζ ⊗N ∗ζ ) = 1.

3.4. Remarque. Pour la suite exacte 2, on a la re´solution suivante
0 −→ OP2n+1(−(γ + ζ)q) −→ H(−(γ + ζ)(q − 1)) −→
2∧
H(−(γ + ζ)(q − 2))(4)
aq−2
−→
3∧
H(−(γ + ζ)(q − 3))
aq−3
−→ . . .
. . .
a3−→
q−2∧
H(−2(γ + ζ))
a2−→
q−1∧
H(−(γ + ζ))
a1−→
q∧
H
a0−→
q∧
Q −→ 0
ou` 1 6 q 6 2n+ 1. Pour la suite exacte 2, on a aussi la re´solution suivante
0 −→ OP2n+1(−γ(2n+ 2− q) + ζ(−(n+ 1) + q)) −→
2n+1∧
Hζ(−γ(2n+ 1− q) + ζq)(5)
−→
2n∧
Hζ(−γ(2n− q) + ζq)
a2n−1−q
−→
2n−1∧
Hζ(−γ(2n− 1− q) + ζq)
a2n−2−q
−→ . . .
. . .
an+2−q
−→
n+2∧
Hζ(−γ(n + 2− q) + ζq)
an+1−q
−→
n+1∧
Hζ(−γ(n + 1− q) + ζq)
an−q
−→
n∧
Hζ(−γ(n− q) + ζq)
an−1−q
−→ . . .
. . .
a3−→
q+3∧
Hζ(−3γ + ζq)
a2−→
q+2∧
Hζ(−2γ + ζq)
a1−→
q+1∧
Hζ(−γ + ζq)
a0−→
q∧
Q∗ζ −→ 0
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ou` 1 6 q < 2n+ 1. Pour la suite exacte duale de la suite 3
(6) 0 −→ OP2n+1(−γ) −→ Q
∗
ζ −→ N
∗
ζ −→ 0,
on a la re´solution suivante
0 −→ OP2n+1(−qγ) −→ Q
∗
ζ(−γ(q − 1)) −→
2∧
Q∗ζ(−γ(q − 2))(7)
aq−2
−→
3∧
Q∗ζ(−γ(q − 3))
aq−3
−→ . . .
. . .
a3−→
q−2∧
Q∗ζ(−2γ)
a2−→
q−1∧
Q∗ζ(−γ)
a1−→
q∧
Q∗ζ
a0−→
q∧
N ∗ζ −→ 0
ou` 1 6 q 6 2n.
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4. Stabilite´ de fibre´ de 0-corre´lation ponde´re´
Nous allons trouver les conditions ne´cessaires et suffisantes pour que le fibre´ de 0-corre´lation
ponde´re´ Nζ sur P2n+1 soit stable.
4.1. Lemme. Soient p, q, k des entiers. Soit Hζ un fibre´ comme dans 3.1 pour ζ = 0.
I- Pour k ≥ γ et 1 ≤ q ≤ 2n+ 1, on a
h0(
∧qHζ(−k)) = 0 si et seulement si γ >∑min(q−1,n)i=0 λn−i. En particulier, on a
h0(
q∧
Hζ(−k)) = 0 si γ >
n∑
i=0
λi.
II- Pour k ≥ 2 et 1 ≤ p, q ≤ 2n + 1, on a
h0((
∧pHζ)⊗∧qHζ(−kγ)) = 0 si γ >∑ni=0 λi.
De´monstration. Pour de´montrer (I), on a que
max{t ∈ Z| OP2n+1(t) ⊆
q∧
Hζ} =
min(q−1,n)∑
i=0
λn−i.
Donc pour k ≥ γ, on obtient
h0(
q∧
Hζ(−k)) = 0 si et seulement si γ >
min(q−1,n)∑
i=0
λn−i.
En particulier, on a
h0(
q∧
Hζ(−k)) = 0 si γ >
n∑
i=0
λi.
Pour de´montrer (II), on a que
max{t ∈ Z| OP2n+1(t) ⊆ (
p∧
Hζ)⊗ (
q∧
Hζ)} =
min(q−1,n)∑
i=0
λn−i +
min(p−1,n)∑
i=0
λn−i ≤ 2
n∑
i=0
λi.
Donc pour k ≥ 2, on obtient
h0((
p∧
Hζ)⊗
q∧
Hζ(−kγ)) = 0 si γ >
n∑
i=0
λi.

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4.2. Lemme. Soient p, q, k, b, a des entiers. Soit Hζ un fibre´ comme dans 3.1 pour ζ = 1.
I- Pour k ≥ γ et 1 ≤ q ≤ 2n+ 1 et 0 ≤ |a| ≤ n, on a
h0(
∧qHζ(−k + a)) = 0 si et seulement si γ − n >∑min(q−1,n)i=0 λn−i. En particulier, on a
h0(
q∧
Hζ(−k + a)) = 0 si γ − n >
n∑
i=0
λi.
II- Pour k ≥ 2, 0 ≤ |b| ≤ n et 1 ≤ p, q ≤ 2n+ 1, on a
h0((
∧pHζ)⊗∧qHζ(−kγ − b)) = 0 si γ − n >∑ni=0 λi.
De´monstration. La de´monstration de ce lemme est tre`s similaire a` celle du lemme 4.1.

4.3. Proposition. Soit Qζ le fibre´ de quotient ponde´re´ sur P2n+1 qui est de´fini par la suite
exacte 2 pour ζ = 0. Soient 1 ≤ q ≤ n, 0 < i < 2n+ 1 et k ≥ 0 des entiers. Alors on a
I- h0(
∧qQ∗ζ(−m)) = 0 si γ >∑nv=0 λv, ∀m ∈ N.
II- Pour 0 ≤ k ≤ q, on a
hi(
q∧
Q∗ζ(−kγ)) =


0 : i 6= q
ǫk,q : i = q 6= k
1 : i = q = k
ou` ǫk,q = h
1{ker[Hζ(γ(q − 1− k)) −→ OP2n+1(γ(q − k))]}.
III- Pour k > q, on a
hi(
q∧
Q∗ζ(−kγ)) = 0.
De´monstration. Pour de´montrer (I), on conside`re 1 ≤ q ≤ n, 0 < i < 2n + 1 et ∀m ∈ N et
ζ = 0. De la re´solution 5, on obtient la re´solution suivante
0 −→ OP2n+1(−γ(2n+ 2− q)−m) −→ Hζ(−γ(2n + 1− q)−m) −→
2∧
Hζ(−γ(2n− q)−m)
a2n−1−q
−→
3∧
Hζ(−γ(2n− 1− q)−m)
a2n−2−q
−→ . . .
. . .
a3−→
q+3∧
Hζ(−3γ −m)
a2−→
q+2∧
Hζ(−2γ −m)
a1−→
q+1∧
Hζ(−γ −m)
a0−→
q∧
Q∗ζ(−m) −→ 0.
Soit Ar = ker(ar) ou` r = 0, 1, . . . , 2n − 1 − q. Alors on obtient que hj(A0) = 0 pour j ≤ q.
Mais on a
h0(
q+1∧
Hζ(−γ −m)) = 0 si γ >
n∑
v=0
λv.
Donc on obtient, pour tout m ∈ N,
h0(
q∧
Q∗ζ(−m)) = 0 si γ >
n∑
v=0
λv.
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De plus on a hi(
∧qQ∗ζ(−m)) = 0 pour 0 < i ≤ q − 1. De la re´solution duale de re´solution 4
on obtient la re´solution suivante, pour tout q > 0,
0 −→
q∧
Q∗ζ(−kγ) −→
q∧
Hζ(−kγ) −→
q−1∧
Hζ(γ(1− k))
bq−2
−→
q−2∧
Hζ(γ(2− k))
bq−3
−→ . . .
. . .
b3−→
3∧
Hζ(γ(q−3−k))
b2−→
2∧
Hζ(γ(q−2−k))
b1−→ Hζ(γ(q−1−k))
b0−→ O(γ(q−k)) −→ 0.
On conside`re Br = ker(br) pour r = 0, 1, . . . , q − 2. Alors on obtient
hi(Bq−2) =
{
0 : q ≤ i ≤ 2n
h1(B0) = ǫk,q : i = q − 1
Comme on a la suite exacte
0 −→
q∧
Q∗ζ(−kγ) −→
q∧
Hζ(−kγ) −→ Bq−2 −→ 0,
alors on a, pour 0 ≤ k ≤ q et 0 < i < 2n+ 1,
hi(
q∧
Q∗ζ(−kγ)) =


0 : q 6= i
1 : i = q = k
ǫk,q : sinon
Pour k > q et 0 < i < 2n+ 1, on a
hi(
q∧
Q∗ζ(−kγ)) = 0.

4.4. Proposition. Soit Qζ le fibre´ de quotient ponde´re´ sur P2n+1 qui est de´fini par la suite
exacte 2 pour ζ = 1. Soient 1 ≤ q ≤ n, 0 < i < 2n+1 et k ≥ 0 et 0 ≤ a ≤ n des entiers. Alors
on a
I- h0(
∧qQ∗ζ(−kγ − a)) = 0 si γ − n >∑nv=0 λv.
II- Pour 0 ≤ k, a ≤ q, on a
hi(
q∧
Q∗ζ(−kγ − a)) =


0 : q 6= i
1 : i = q = k = a
ǫk,q,a : sinon
ou` ǫk,q,a = h
1{Ker[Hζ(γ(q − 1− k) + q − 1− a) −→ OP2n+1(γ(q − k) + q − a)]}.
III- Pour k, a > q, on a
hi(
q∧
Q∗ζ(−kγ − a)) = 0.
De´monstration. La de´monstration de cette proposition est tre`s similaire a` celle de la proposition
4.3.

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4.5. Proposition. Soit Nζ le fibre´ de 0-corre´lation ponde´re´ sur P2n+1 qui est de´fini par la suite
exacte 6 pour ζ = 0. Pour 1 ≤ 2j + 1 ≤ n et m ≥ 0 des entiers,
I- Si on a γ >
∑n
i=0 λi, alors on obtient que h
0(
∧2j+1Nζ(−mγ)) = 0.
II- h1(
∧2j+1Nζ(−γ)) = 1.
De´monstration. Pour de´montrer (I), on fixe 1 ≤ 2j + 1 ≤ n, ∀m ∈ N et ζ = 0. On obtient, de
la re´solution 7, la re´solution suivante
0 −→ OP2n+1(−γ(2j + 1 +m)) −→ Q
∗
ζ(−γ(2j +m)) −→
2∧
Q∗ζ(−γ(2j − 1 +m))
a2j−1
−→
3∧
Q∗ζ(−γ(2j − 2 +m))
a2j−2
−→ . . .
. . .
a2−→
2j∧
Q∗ζ(−γ(1 +m))
a1−→
2j+1∧
Q∗ζ(−γm)
a0−→
2j+1∧
Nζ(−γm) −→ 0.
On conside`re Ai = ker(ai) pour i = 0, 1, . . . , 2j − 1. Les termes dans cette re´solution sont de
la forme
∧qQ∗ζ(−γ(k +m)), ou` 0 ≤ k ≤ 2j, 1 ≤ q ≤ 2j + 1 tels que k + q = 2j + 1 et k 6= q.
D’apre`s la proposition 4.3, on obtient que hk(
∧2j+1−kQ∗ζ(−γ(k +m))) = 0. Comme
h2j+1(OP2n+1(−γ(2j + 1 +m))) = 0
alors on a hi+1(Ai) = 0, i = 0, 1, . . . , 2j − 1. De la suite exacte
0 −→ A0 −→
2j+1∧
Q∗ζ(−γm)
a0−→
2j+1∧
Nζ(−γm) −→ 0
et comme h0(
∧2j+1Q∗ζ(−γm)) = 0 si γ >∑ni=0 λi, alors on obtient que
h0(
2j+1∧
Nζ(−γm)) = 0 si γ >
n∑
i=0
λi.
Pour de´montrer (II), on fixe m = 1 dans la re´solution pre´ce´dente. On obtient la re´solution
suivante
0 −→ OP2n+1(−γ(2j + 2)) −→ Q
∗
ζ(−γ(2j + 1)) −→
2∧
Q∗ζ(−γ(2j))
d2j−1
−→
3∧
Q∗ζ(−γ(2j − 1))
d2j−2
−→ . . .
. . .
dj+2
−→
j∧
Q∗ζ(−γ(j + 2))
dj+1
−→
j+1∧
Q∗ζ(−γ(j + 1))
dj
−→
j+2∧
Q∗ζ(−γ(j))
dj−1
−→ . . .
. . .
d3−→
2j−1∧
Q∗ζ(−3γ)
d2−→
2j∧
Q∗ζ(−2γ)
d1−→
2j+1∧
Q∗ζ(−γ)
d0−→
2j+1∧
Nζ(−γ) −→ 0.
On conside`re Dα = ker(dα) pour α = 0, 1, . . . , 2j − 1. Les termes dans cette re´solution sont de
la forme
∧qQ∗ζ(−kγ) ou` 1 ≤ k, q ≤ 2j + 1 tels que k + q = 2j + 2.
On a deux cas:
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Premier cas, si k ≥ q. Dans ce cas on obtient, d’apre`s la proposition 4.3, que
hi(
q∧
Q∗ζ(−kγ)) = 0 pour i 6= 0, 2n+ 1.
Donc c¸a nous donne que hi(Dα) = 0 pour α ≥ j, i ≤ 2n− j, sauf pour i = α. On a
hj+1(
j+1∧
Q∗ζ(−γ(j + 1))) = 1 , h
i(Dj) = 0 , i = j + 1, j + 2.
De la suite exacte suivante
0 −→ Dj −→
j+1∧
Q∗ζ(−γ(j + 1)) −→ Dj−1 −→ 0,
on obtient que hj+1(Dj−1) = 1. Donc on obtient h
α+2(Dα) = 1 pour α = 0, 1, . . . , j − 1.
Deuxie`me cas, si k < q. D’apre`s la proposition 4.3, on obtient hi(
∧qQ∗ζ(−kγ)) = 0 pour
i = k, k − 1 , 1 ≤ k ≤ j + 1. Alors on obtient que hα+2(Dα) = 1 pour α = 0, 1, . . . , j − 1.
Dans les deux cas: d’apre`s la proposition 4.3, on obtient que
hi(
2j+1∧
Q∗ζ(−γ)) = 0 pour i = 1, 2.
Donc d’apre`s la suite exacte suivante
0 −→ D0 −→
2j+1∧
Q∗ζ(−γ)
a0−→
2j+1∧
Nζ(−γ) −→ 0,
on obtient que h1(
∧2j+1Nζ(−γ)) = 1.

4.6. Proposition. Soit Nζ le fibre´ de 0-corre´lation ponde´re´ sur P2n+1 qui est de´fini par la suite
exacte 6 pour ζ = 1. Pour 1 ≤ 2j + 1 ≤ n, m ≥ 0 et 0 ≤ a ≤ n des entiers,
I- Si on a γ − n >
∑n
i=0 λi, alors on obtient que h
0(
∧2j+1N ∗ζ (−mγ − a)) = 0.
II- h1(
∧2j+1N ∗ζ (−γ − (j + 1))) = 1.
De´monstration. Pour de´montrer (I), on fixe 1 ≤ 2j + 1 ≤ n et ζ = 1. On obtient, de la
re´solution 7, la re´solution suivante
0 −→ OP2n+1(−γ(2j + 1 +m)− α) −→ Q
∗
ζ(−γ(2j +m)− α) −→
2∧
Q∗ζ(−γ(2j − 1 +m)− α)
a2j−1
−→
3∧
Q∗ζ(−γ(2j − 2 +m)− α)
a2j−2
−→ . . .
aj+1
−→
j+1∧
Q∗ζ(−γ(j +m)− α)
aj
−→
j+2∧
Q∗ζ(−γ(j − 1 +m)− α)
aj−1
−→ . . .
. . .
a2−→
2j∧
Q∗ζ(−γ(1 +m)− α)
a1−→
2j+1∧
Q∗ζ(−γm− α)
a0−→
2j+1∧
N ∗ζ (−γm− α) −→ 0
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On conside`re Ai = Ker(ai) pour i = 0, 1, . . . , 2j − 1. Les termes dans cette re´solution sont de
la forme
∧qQ∗ζ(−γ(k+m)−α), ou` 0 ≤ k ≤ 2j, 1 ≤ q ≤ 2j+1 tels que k+ q = 2j+1 et k 6= q.
D’apre`s la proposition 4.4, on obtient que hk(
∧2j+1−kQ∗ζ(−γ(k +m)− α)) = 0. Comme
h2j+1(OP2n+1(−γ(2j + 1 +m)− α)) = 0
alors on a hi+1(Ai) = 0 , i = 0, 1, .., 2j − 1. De la suite exacte
0 −→ A0 −→
2j+1∧
Q∗ζ(−γm− α)
a0−→
2j+1∧
N ∗ζ (−γm− α) −→ 0
et comme h0(
∧2j+1Q∗ζ(−γm)) = 0 , si γ − n >∑ni=0 λi, alors on obtient que
h0(
2j+1∧
N ∗ζ (−γm− α)) = 0 , si γ − n >
n∑
i=0
λi.
Pour de´montrer (II), on fixe m = 1, α = j + 1 dans la re´solution pre´ce´dente; on obtient la
re´solution suivante
0 −→ OP2n+1(−γ(2j + 2)− (j + 1)) −→ Q
∗
ζ(−γ(2j + 1)− (j + 1)) −→
2∧
Q∗ζ(−γ(2j)− (j + 1))
d2j−1
−→
3∧
Q∗ζ(−γ(2j − 1)− (j + 1))
d2j−2
−→ . . .
. . .
dj+2
−→
j∧
Q∗ζ(−γ(j+2)−(j+1))
dj+1
−→
j+1∧
Q∗ζ(−γ(j+1)−(j+1))
dj
−→
j+2∧
Q∗ζ(−γ(j)−(j+1))
dj−1
−→ . . .
. . .
d2−→
2j∧
Q∗ζ(−2γ − (j + 1))
d1−→
2j+1∧
Q∗ζ(−γ − (j + 1))
d0−→
2j+1∧
N ∗ζ (−γ − (j + 1)) −→ 0.
On conside`re Di = Ker(di) pour i = 0, 1, . . . , 2j − 1. Les termes dans cette re´solution sont de
la forme
∧qQ∗ζ(−kγ − (j + 1)), ou` 1 ≤ k, q ≤ 2j + 1 tels que k + q = 2j + 2.
On a deux cas:
Premier cas, si k ≥ q. Dans ce cas, on obtient, d’apre`s la proposition 4.4, que
hi(
q∧
Q∗ζ(−kγ)− (j + 1)) = 0 pour i 6= 0, 2n+ 1.
Donc c¸a nous donne que hi(Dβ) = 0 pour β ≥ j, i ≤ 2n− j, sauf i = β. On a
hj+1(
j+1∧
Q∗ζ(−γ(j + 1)− (j + 1))) = 1 , h
i(Dj) = 0 , i = j + 1, j + 2
et on a la suite exacte suivante
0 −→ Dj −→
j+1∧
Q∗ζ(−γ(j + 1)− (j + 1)) −→ Dj−1 −→ 0
On obtient que hj+1(Dj−1) = 1. Donc on obtient h
β+2(Dβ) = 1 pour β = 0, 1, . . . , j − 1.
Deuxie`me cas, k < q. D’apre`s la proposition 4.4, on obtient
hi(
q∧
Q∗ζ(−kγ)− (j + 1)) = 0 pour i = k, k − 1 , 1 ≤ k ≤ j + 1.
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Alors on obtient que hβ+2(Dβ) = 1 pour β = 0, 1, . . . , j − 1. Dans les deux cas: d’apre`s la
proposition 4.4, on obtient que
hi(
2j+1∧
Q∗ζ(−γ − (j + 1))) = 0 pour i = 1, 2.
Donc d’apre`s la suite exacte suivante
0 −→ D0 −→
2j+1∧
Q∗ζ(−γ − (j + 1))
a0−→
2j+1∧
N ∗ζ (−γ − (j + 1)) −→ 0,
on obtient que h1(
∧2j+1N ∗ζ (−γ − (j + 1))) = 1.

4.7. Proposition. Soit Qζ le fibre´ de quotient ponde´re´ sur P2n+1 qui est de´fini par la suite
exacte 2 pour ζ = 0. Soient α ∈ Z, 1 ≤ k ≤ n + 1 un entier. Si on a γ >
∑n
i=0 λi, alors on
obtient
- Pour α = 1,
hi(Q∗ζ ⊗
k∧
Hζ(−αγ)) = 0, ou` 2 ≤ i ≤ 2n, ou bien i = 0.
- Pour α < 1,
hi(Q∗ζ ⊗
k∧
Hζ(−αγ)) = 0, ou` 2 ≤ i ≤ 2n.
- Pour α > 1,
hi(Q∗ζ ⊗
k∧
Hζ(−αγ)) = 0, ou` 0 ≤ i ≤ 2n.
De´monstration. On fixe γ >
∑n
i=0 λi. Soient 1 ≤ k ≤ n + 1 un entier et α ∈ Z et ζ = 0.
On veut calculer les groupes cohomologiques du fibre´
Q∗ζ ⊗
k∧
Hζ(−αγ).
De la suite exacte suivante
0 −→ Q∗ζ ⊗
k∧
Hζ(−αγ) −→ Hζ ⊗
k∧
Hζ(−αγ) −→
k∧
Hζ(γ(−α + 1)) −→ 0
et d’apre`s le lemme 4.1:
si α ≤ 1, on a
hi(Q∗ζ ⊗
k∧
Hζ(−αγ)) = 0, 2 ≤ i ≤ 2n,
si α > 1, on a
hi(Q∗ζ ⊗
k∧
Hζ(−αγ)) = 0, 1 ≤ i ≤ 2n.
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Pour calculer h0(Q∗ζ ⊗
∧kHζ(−αγ)), on va utiliser la re´solution 5 avec q = 1. Donc on obtient
la re´solution suivante
0 −→
k∧
Hζ(−γ(α + 2n+ 1)) −→ Hζ ⊗
k∧
Hζ(−γ(α + 2n)) −→
(
2∧
Hζ)⊗
k∧
Hζ(−γ(α + 2n− 1))
d2n−2
−→ (
3∧
Hζ)⊗
k∧
Hζ(−γ(α + 2n− 2))
d2n−3
−→ . . .
. . .
d2−→ (
3∧
Hζ)⊗
k∧
Hζ(−γ(α+2))
d1−→ (
2∧
Hζ)⊗
k∧
Hζ(−γ(α+1))
d0−→ Q∗ζ⊗
k∧
Hζ(−αγ) −→ 0.
On conside`re Dj = ker(dj) pour j = 0, 1, . . . , 2n − 2. D’apre`s le lemme 4.1, on obtient que
h1(D0) = 0 pour α ∈ Z. D’apre`s le lemme 4.1 et de la suite exacte suivante
0 −→ D0 −→ (
2∧
Hζ)⊗
k∧
Hζ(−γ(α + 1))
d0−→ Q∗ζ ⊗
k∧
Hζ(−αγ) −→ 0
on obtient que, si α ≥ 1,
h0(Q∗ζ ⊗
k∧
Hζ(−αγ)) = 0.

4.8. Proposition. Soit Qζ le fibre´ de quotient ponde´re´ sur P
2n+1 qui est de´fini par la suite
exacte 2 pour ζ = 1. Soient α ∈ Z, 2 ≤ k ≤ 2n + 1 et |b| < n des entiers. Si on a
γ − n >
∑n
i=0 λi, alors on obtient
- Pour α = 1,
hi(Q∗ζ ⊗
k∧
Hζ(−αγ − b)) = 0, ou` 2 ≤ i ≤ 2n, ou bien i = 0
- Pour α < 1,
hi(Q∗ζ ⊗
k∧
Hζ(−αγ − b)) = 0, ou` 2 ≤ i ≤ 2n.
- Pour α > 1,
hi(Q∗ζ ⊗
k∧
Hζ(−αγ − b)) = 0, ou` 0 ≤ i ≤ 2n.
De´monstration. La de´monstration de cette proposition est tre`s similaire a` celle de la proposition
4.7. 
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4.9. Proposition. Soit Qζ le fibre´ de quotient ponde´re´ sur P2n+1 qui est de´fini par la suite
exacte 2 pour ζ = 0. Soient α ≥ 0 et 1 ≤ q ≤ n des entiers. Si on a γ >
∑n
i=0 λi, alors on
obtient
- Pour α = 0,
hi(Q∗ζ ⊗
q∧
Q∗ζ(−αγ)) = 0, ou` 2 ≤ i ≤ q − 1, ou bien i = 0 ou bien q + 1 ≤ i ≤ 2n.
- Pour α > 0,
hi(Q∗ζ ⊗
q∧
Q∗ζ(−αγ)) = 0, ou` 0 ≤ i ≤ q − 1 ou bien q + 1 ≤ i ≤ 2n.
De´monstration. On fixe γ >
∑n
i=0 λi. Soient α ≥ 0 et 1 ≤ q ≤ n des entiers et ζ = 0. On veut
calculer les groupes cohomologiques du fibre´
Q∗ζ ⊗
q∧
Q∗ζ(−αγ).
De la re´solution 5, on obtient la re´solution suivante
0 −→ Q∗ζ(−γ(α+2n+2−q)) −→ Q
∗
ζ⊗Hζ(−γ(α+2n+1−q)) −→ Q
∗
ζ⊗
2∧
Hζ(−γ(α+2n−q))
b2n−1−q
−→ Q∗ζ ⊗
3∧
Hζ(−γ(α + 2n− 1− q))
b2n−2−q
−→ . . .
. . .
b2−→ Q∗ζ ⊗
q+2∧
Hζ(−γ(α + 2))
b1−→ Q∗ζ ⊗
q+1∧
Hζ(−γ(α + 1))
b0−→ Q∗ζ ⊗
q∧
Q∗ζ(−αγ) −→ 0.
On conside`re Bm = ker(bm) pour m = 0, 1, . . . , 2n − 1 − q. D’apre`s la proposition 4.7, on a
alors
hi(B0) = 0, ou` 0 ≤ i ≤ q.
De la suite exacte suivante
0 −→ B0 −→ Q
∗
ζ ⊗
q+1∧
Hζ(−γ(α + 1))
b0−→ Q∗ζ ⊗
q∧
Q∗ζ(−αγ) −→ 0
et d’apre`s la proposition 4.7 on obtient, si α = 0,
hi(Q∗ζ ⊗
q∧
Q∗ζ(−αγ)) = 0, ou` 2 ≤ i ≤ q − 1, ou bien i = 0.
On obtient aussi, si α > 0,
hi(Q∗ζ ⊗
q∧
Q∗ζ(−αγ)) = 0, ou` 0 ≤ i ≤ q − 1.
On a la re´solution suivante
0 −→ Q∗ζ ⊗
q∧
Q∗ζ(−αγ) −→ Q
∗
ζ ⊗
q∧
Hζ(−αγ) −→ Q
∗
ζ ⊗
q−1∧
Hζ(γ(−α + 1))
aq−2
−→
Q∗ζ ⊗
q−2∧
Hζ(γ(−α + 2))
aq−3
−→ . . .
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. . .
a2−→ Q∗ζ ⊗
2∧
Hζ(γ(−α + q − 2))
a1−→ Q∗ζ ⊗Hζ(γ(−α + q − 1))
a0−→ Q∗ζ(γ(−α + q)) −→ 0.
On conside`re Ar = ker(ar) pour r = 0, 1, . . . , q − 2. D’apre`s la proposition 4.7, on a alors
hi(Aq−2) = 0, ou` q ≤ i ≤ 2n.
De la suite exacte suivante
0 −→ Q∗ζ ⊗
q∧
Q∗ζ(−αγ) −→ Q
∗
ζ ⊗
q∧
Hζ(−αγ) −→ Aq−2 −→ 0
et d’apre`s la proposition 4.7 on obtient, si α ≥ 0,
hi(Q∗ζ ⊗
q∧
Q∗ζ(−αγ)) = 0, ou` q + 1 ≤ i ≤ 2n.

4.10. Proposition. Soit Qζ le fibre´ de quotient ponde´re´ sur P2n+1 qui est de´fini par la suite
exacte 2 pour ζ = 1. Soient α ≥ 0 et 1 ≤ q ≤ n et 2 ≤ d ≤ n des entiers. Si on a
γ − n >
∑n
i=0 λi, alors on obtient
- Pour α = 0,
hi(Q∗ζ ⊗
q∧
Q∗ζ(−αγ − d)) = 0, ou` 2 ≤ i ≤ q − 1, ou i = 0 ou q + 1 ≤ i ≤ 2n
- Pour α > 0,
hi(Q∗ζ ⊗
q∧
Q∗ζ(−αγ − d)) = 0, ou` 0 ≤ i ≤ q − 1 ou q + 1 ≤ i ≤ 2n.
De´monstration. La de´monstration de cette proposition est tre`s similaire a` celle de la proposition
4.9. 
4.11. Proposition. Soit Nζ le fibre´ de 0-corre´lation ponde´re´ sur P2n+1 qui est de´fini par la
suite exacte 6 pour ζ = 0. Soit 1 ≤ 2j + 1 ≤ n. Si on a γ >
∑n
i=0 λi, alors on obtient que
h0(Nζ ⊗
2j+1∧
Nζ) = 1.
De´monstration. On fixe 1 ≤ 2j + 1 ≤ n et γ >
∑n
i=0 λi et ζ = 0. D’apre`s le lemme 2.3 et la
proposition 3.2, on obtient que
h0(Nζ ⊗
2j+1∧
Nζ) ≥ 1.
De la suite exacte suivante
0 −→
2j+1∧
Nζ(−γ) −→ Q
∗
ζ ⊗
2j+1∧
Nζ −→ Nζ ⊗
2j+1∧
Nζ −→ 0
FIBRE´ VECTORIEL DE 0-CORRE´LATION PONDE´RE´ SUR L’ESPACE P2n+1 21
et suivant la proposition 4.5, il suffit de de´montrer que
h0(Q∗ζ ⊗
2j+1∧
Nζ) = 0
pour que l’on ait
h0(Nζ ⊗
2j+1∧
Nζ) = 1.
De la re´solution 7, on obtient la re´solution suivante
0 −→ Q∗ζ(−γ(2j + 1)) −→ Q
∗
ζ ⊗Q
∗
ζ(−γ(2j)) −→ Q
∗
ζ ⊗
2∧
Q∗ζ(−γ(2j − 1))
µ2j−1
−→
Q∗ζ ⊗
3∧
Q∗ζ(−γ(2j − 2))
µ2j−2
−→ . . .
. . .
µj+2
−→ Q∗ζ ⊗
j∧
Q∗ζ(−γ(j + 1))
µj+1
−→ Q∗ζ ⊗
j+1∧
Q∗ζ(−γ(j))
µj
−→ Q∗ζ ⊗
j+2∧
Q∗ζ(−γ(j − 1))
µj−1
−→ . . .
. . .
µ3
−→ Q∗ζ ⊗
2j−1∧
Q∗ζ(−2γ)
µ2
−→ Q∗ζ ⊗
2j∧
Q∗ζ(−γ)
µ1
−→ Q∗ζ ⊗
2j+1∧
Q∗ζ
µ0
−→ Q∗ζ ⊗
2j+1∧
Nζ −→ 0.
On conside`re Σm = ker(µm) pour m = 0, 1, . . . , 2j − 1. Les termes dans cette re´solution sont
de la forme
Q∗ζ ⊗
q∧
Q∗ζ(−αγ),
ou` 0 ≤ α ≤ 2j, 1 ≤ q ≤ 2j + 1 ≤ n tels que q + α = 2j + 1 et q 6= α. D’apre`s la proposition
4.9, on a
hα(Q∗ζ ⊗
2j+1−α∧
Q∗ζ(−αγ)) = 0 pour tout α, si γ >
n∑
i=0
λi.
Comme hi(Q∗ζ(−γ(2j + 1))) = 0 pour tout 0 ≤ i ≤ 2n, alors on obtient que h
1(Σ0) = 0.
En utilisant la suite exacte suivante
0 −→ Σ0 −→ Q
∗
ζ ⊗
2j+1∧
Q∗ζ
µ0
−→ Q∗ζ ⊗
2j+1∧
Nζ −→ 0,
on obtient que
h0(Q∗ζ ⊗
2j+1∧
Nζ) = 0,
et
h0(Nζ ⊗
2j+1∧
Nζ) = 1 si γ >
n∑
i=0
λi.

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4.12. Proposition. Soit Nζ le fibre´ de 0-corre´lation ponde´re´ sur P2n+1 qui est de´fini par la
suite exacte 6 pour ζ = 1. Soit 1 ≤ 2j + 1 ≤ n. Si on a γ − n >
∑n
i=0 λi, alors on obtient que
h0(N ∗ζ (−(j + 1))⊗
2j+1∧
N ∗ζ ) = 1.
De´monstration. On fixe 1 ≤ 2j + 1 ≤ n et γ − n >
∑n
i=0 λi et ζ = 1. D’apre`s le lemme 2.3 et
la proposition 3.2, on obtient que
h0(N ∗ζ (−(j + 1))⊗
2j+1∧
N ∗ζ ) ≥ 1.
De la suite exacte suivante
0 −→
2j+1∧
N ∗ζ (−γ − (j +1)) −→ Q
∗
ζ(−(j +1))⊗
2j+1∧
N ∗ζ −→ h
0(N ∗ζ (−(j +1))⊗
2j+1∧
N ∗ζ ) −→ 0
et suivant la proposition 4.6, il suffit de de´montrer que
h0(Q∗ζ(−(j + 1))⊗
2j+1∧
N ∗ζ ) = 0
pour que l’on ait
h0(N ∗ζ (−(j + 1))⊗
2j+1∧
N ∗ζ ) = 1.
De la re´solution 7, on obtient la re´solution suivante
0 −→ Q∗ζ(−γ(2j + 1)− (j + 1)) −→ Q
∗
ζ ⊗Q
∗
ζ(−γ(2j)− (j + 1)) −→
Q∗ζ ⊗
2∧
Q∗ζ(−γ(2j − 1)− (j + 1))
µ2j−1
−→ Q∗ζ ⊗
3∧
Q∗ζ(−γ(2j − 2)− (j + 1))
µ2j−2
−→ . . .
. . .
µj+2
−→ Q∗ζ ⊗
j∧
Q∗ζ(−γ(j + 1)− (j + 1))
µj+1
−→ Q∗ζ ⊗
j+1∧
Q∗ζ(−γ(j)− (j + 1))
µj
−→ . . .
. . .
µ1−→ Q∗ζ ⊗
2j+1∧
Q∗ζ(−(j + 1))
µ0−→ Q∗ζ(−(j + 1))⊗
2j+1∧
N ∗ζ −→ 0
On conside`re Σm = Ker(µm) pour m = 0, 1, . . . , 2j − 1. Les termes dans cette re´solution sont
de la forme
Q∗ζ ⊗
q∧
Q∗ζ(−αγ − (j + 1)),
ou` 0 ≤ α ≤ 2j, 1 ≤ q ≤ 2j+1 ≤ n tels que q+α = 2j+1 q 6= α. D’apre`s la proposition 4.10;
on a
hα(Q∗ζ ⊗
2j+1−α∧
Q∗ζ(−αγ − (j + 1))) = 0, pour tout α
Comme hi(Q∗ζ(−γ(2j + 1)) − (j + 1)) = 0, pour tout 0 ≤ i ≤ 2n, alors on obtient que
h1(Σ0) = 0. En utilisant de la suite exacte suivante
0 −→ Σ0 −→ Q
∗
ζ ⊗
2j+1∧
Q∗ζ(−(j + 1))
µ0−→ Q∗ζ(−(j + 1))⊗
2j+1∧
N ∗ζ −→ 0
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on obtient que
h0(Q∗ζ(−(j + 1))⊗
2j+1∧
N ∗ζ ) = 0.
Donc, on a
h0(N ∗ζ (−(j + 1))⊗
2j+1∧
N ∗ζ ) = 1 si γ − n >
n∑
i=0
λi.

4.13. The´ore`me. Soient Qζ;γ;λn,λn−1,...,λ0 le fibre´ de quotient ponde´re´ sur P
2n+1 des poids
γ;λn, λn−1, . . . , λ0 et Nζ;γ;λn,λn−1,...,λ0 le fibre´ de 0-corre´lation ponde´re´ sur P
2n+1 des poids
γ;λn, λn−1, . . . , λ0 qui sont de´finis par les suites exactes suivantes
0 −→ OP2n+1(−γ)
B
−→ Hζ −→ Qζ;γ;λn,λn−1,...,λ0 −→ 0
0 −→ Nζ;γ;λn,λn−1,...,λ0 −→ Qζ;γ;λn,λn−1,...,λ0
A
−→ OP2n+1(γ) −→ 0.
Pour 1 ≤ 2j + 1 ≤ n, les conditions suivantes sont e´quivalentes
I- γ − ζn >
∑n
i=0 λi.
II- Nζ;γ;λn,λn−1,...,λ0 est stable.
III- Nζ;γ;λn,λn−1,...,λ0 est simple.
De´monstration. Pour ζ = 0.
(I) =⇒ (II). On fixe γ >
∑n
i=0 λi. D’apre`s la proposition 3.2, le fibre´ Nζ;γ;λn,λn−1,...,λ0 est
un fibre´ symplectique. D’apre`s les propositions 4.5 , 4.11 et le the´ore`me 2.5, on obtient que
Nζ;γ;λn,λn−1,...,λ0 est stable.
(II) =⇒ (III). Evident.
(III) =⇒ (I). On suppose que γ ≤
∑n
i=0 λi. On choisit γ0 ≤
∑1
i=0 λn−i un entier tel que
γ0 > λn ≥ λn−1 ≥ . . . ≥ λ0 ≥ 0. De la re´solution 5, on obtient la re´solution suivante
0 −→ OP2n+1(−2nγ0) −→ Hζ(−γ0(2n− 1)) −→
2∧
Hζ(−γ0(2n− 2))
a2n−3
−→
3∧
Hζ(−γ0(2n− 3))
a2n−4
−→ . . .
. . .
a3−→
5∧
Hζ(−3γ0)
a2−→
4∧
Hζ(−2γ0)
a1−→
3∧
Hζ(−γ0)
a0−→
2∧
Q∗ζ;γ0;λn,λn−1,...,λ0 −→ 0.
On conside`re Aj = ker(aj) pour j = 0, 1, . . . , 2n− 3. Du lemme 4.1, on obtient alors
hk(A0) = 0, 0 ≤ k ≤ 2.
De la suite exacte suivante
0 −→ A0 −→
3∧
Hζ(−γ0)
a0−→
2∧
Q∗ζ;γ0;λn,λn−1,...,λ0 −→ 0
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on obtient la suite exacte des cohomologies
0 −→ H0(A0) −→ H
0(
3∧
Hζ(−γ0))
a0−→ H0(
2∧
Q∗ζ;γ0;λn,λn−1,...,λ0) −→ 0.
D’apre`s le lemme 4.1 on obtient H0(
∧3Hζ(−γ0)) 6= 0, car γ0 ≤∑1i=0 λn−i, ce qui nous donne
0 6= H0(
2∧
Q∗ζ;γ0;λn,λn−1,...,λ0) 6= C.
De la re´solution 7, on obtient la re´solution suivante
0 −→ OP2n+1(−2γ0) −→ Q
∗
ζ;γ0;λn,λn−1,...,λ0
(−γ0) −→
2∧
Q∗ζ;γ0;λn,λn−1,...,λ0
b0−→
2∧
Nζ;γ0;λn,λn−1,...,λ0 −→ 0
qui est e´quivalente aux deux suites exactes suivantes
0 −→ B0 −→
2∧
Q∗ζ;γ0;λn,λn−1,...,λ0
b0−→
2∧
Nζ;γ0;λn,λn−1,...,λ0 −→ 0,
0 −→ OP2n+1(−2γ0) −→ Q
∗
ζ;γ0;λn,λn−1,...,λ0
(−γ0) −→ B0 −→ 0.
On obtient h0(B0) = 0, h
1(B0) = 1. De la suite exacte de cohomologie des fibre´s
0 −→ H0(
2∧
Q∗ζ;γ0;λn,λn−1,...,λ0) −→ H
0(
2∧
Nζ;γ0;λn,λn−1,...,λ0) −→ H
1(B0) −→ 0,
on obtient que 0 6= H0(
∧2Nζ;γ0;λn,λn−1,...,λ0) 6= C. Mais, on a
H0(
2∧
Nζ;γ0;λn,λn−1,...,λ0) ⊆ H
0(Nζ;γ0;λn,λn−1,...,λ0 ⊗Nζ;γ0;λn,λn−1,...,λ0).
Autrement dit, Nζ;γ0;λn,λn−1,...,λ0 n’est pas simple. Ce qui est une contradiction.
Pour ζ = 1, la de´monstration dans ce cas est tre`s similaire a` celle pour ζ = 0. 
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5. De´formation miniversale de fibre´ de 0-corre´lation ponde´re´
Tout en fixant ζ , nous allons de´montrer que les fibre´s Qζ et Nζ sont invariants par rapport
a` une de´formation miniversale. Nous allons aussi montrer que l’espace de Kuranishi du fibre´
Nζ est lisse au point correspondant de Nζ. Pour ζ = 0, l’espace du module de fibre´ stable Nζ
sur P2n+1 est se´parable topologiquement au point correspondant au fibre´ Nζ .
5.1. The´ore`me. (Hartshorne, [15]). Si F est un faisceau cohe´rent sur un sche´ma projectif X
sur un corps de base K tel que hdF ≤ 1, il existe un sche´ma Y = Spec(R) qui parame´trise
les de´formations miniversales de F , ou` R est une K-alge`bre locale comple`te.
De´monstration. Voir le the´ore`me (19.1 [15]). 
5.2. The´ore`me. Soit E un fibre´ vectoriel sur l’espace projectif Pn. Il existe Kur(E), un espace
de Kuranishi de E, qui est une base de la de´formation miniversale de E. Autrement dit, Kur(E)
parame´trise toutes les de´formations miniversales de E.
De´monstration. Voir l’article de M. Kuranishi [20]. 
Soit e un point correspondant au fibre´ E. Alors l’espace Kur(E) est e´quipe´ d’une famille
universelle. La fibre (Kur(E), e), un espace topologique pointe´, est unique a` un automorphisme
pre`s.
5.3. Lemme. Soient Q
′
ζ et Q
′′
ζ deux fibre´s de quotient ponde´re´ sur P
2n+1 qui sont de´finis par
les suites exactes suivantes
0 −→ OP2n+1(−γ − ζ) −→ Hζ
q1−→ Q
′
ζ −→ 0
0 −→ OP2n+1(−γ − ζ) −→ Hζ
q2
−→ Q
′′
ζ −→ 0
tels qu’il existe un morphisme ψ : Q
′
ζ −→ Q
′′
ζ . Alors il existe un morphisme ϕ : Hζ −→ Hζ tel
que q2 ◦ ϕ = ψ ◦ q1.
De´monstration. De la deuxie`me suite, on obtient la suite exacte suivante
0 −→ Hom(Hζ,OP2n+1(−γ − ζ)) −→ Hom(Hζ,Hζ)
q2 ◦ •
−→ Hom(Hζ ,Q
′′
ζ )
−→ Ext1(Hζ ,OP2n+1(−γ − ζ)) −→ 0.
Comme on a
Ext1(Hζ,OP2n+1(−γ − ζ)) = H
1(H∗ζ(−γ − ζ)) = 0,
alors on obtient que
Hom(Hζ,Hζ)
q2 ◦ •−→ Hom(Hζ,Q
′′
ζ ) −→ 0
Comme on a le morphisme ψ ◦ q1 : Hζ −→ Q
′′
ζ qui est dans Hom(Hζ ,Q
′′
ζ ), donc il existe un
morphisme ϕ : Hζ −→ Hζ tel que q2 ◦ ϕ = ψ ◦ q1.

26 MOHAMED BAHTITI
5.4. Lemme. Soient f, f
′
∈ Hom(OP2n+1(−γ − ζ),Hζ) deux morphismes. Alors f et f
′ don-
nent le meˆme e´le´ment dans le sche´ma QuotHζ/P2n+1 si et seulement s’il existe un isomorphisme
g ∈ End(OP2n+1(−γ − ζ)) tel que f = f
′
◦ g.
De´monstration. C’est la de´finition de sche´ma QuotHζ/P2n+1 .

Le the´ore`me suivant est une ge´ne´ralisation du ([2], the´ore`me 3.3) sur P2n+1.
5.5. The´ore`me. Soit Qζ ,0 un fibre´ de quotient ponde´re´ sur P2n+1 qui est de´fini par la suite
exacte suivante
0 −→ OP2n+1(−γ − ζ)
x0−→ Hζ −→ Qζ ,0 −→ 0
ou` x0 ∈ Hom(OP2n+1(−γ − ζ),Hζ). Alors chaque de´formation miniversale de fibre´ Qζ ,0 est
encore un fibre´ de quotient ponde´re´ sur P2n+1. L’espace de Kuranishi de Qζ ,0 est lisse au point
correspondant de Qζ ,0.
De´monstration. Soient x0 ∈ Hom(OP2n+1(−γ − ζ),Hζ) et Qζ ,0 = coker(x0) le fibre´ vectoriel
quotient ponde´re´ correspondant au x0. Soit X un composant irre´ductible de QuotHζ/P2n+1 tel
que x0 ∈ X et y0 ∈ Kur(Qζ ,0) correspondant au fibre´ Qζ ,0. On a le morphisme de fibres suivant
π : (X, x0) −→ (Kur(Qζ ,0), y0)
D’apre`s le the´ore`me 3.12, page 137 [26], on a
dimy0(Kur(Qζ ,0)) ≥ dimx0(X)− dimx0(π
−1(y0)).
D’apre`s le the´ore`me 2.2, page 126 [26], on a h1(End(Qζ ,0))) ≥ dimy0(Kur(Qζ ,0)). Soit
Z = {x1 ∈ X| Qζ ,1 ≃ Qζ ,0 ou` Qζ ,1 est le fibre´ correspondant a` x1 }.
On obtient que
(π−1(y0), y0) ⊆ (Z, x0) et dimx0((π
−1(y0), y0)) ≤ dimx0((Z, x0)).
Donc on a
dimy0(Kur(Qζ ,0)) ≥ dimx0(X)− dimx0((Z, x0)).
On a aussi dimx0(X) = h
0(Hζ(γ + ζ))− 1 = h0(Qζ ,0(γ + ζ)). Soit
Σ = {ψ ∈ End(Hζ)| ψ.x0 = x0}.
D’apre`s les lemmes 5.3 et 5.4, on obtient que
dimx0(Z) = h
0(End(Hζ))− dimx0(Σ)− 1.
De la suite exacte de fibre´s vectoriels
0 −→ Q∗ζ ,0 ⊗Hζ −→ End(Hζ) −→ Hζ(γ + ζ) −→ 0,
on obtient la suite exacte suivante de groupes cohomologiques
0 −→ H0(Qζ
∗
,0 ⊗Hζ) −→ End(Hζ)
•◦x0−→ H0(Hζ(γ + ζ)),
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qui nous donne
dimx0(Σ) = h
0(Qζ
∗
,0 ⊗Hζ).
De la suite exacte pre´ce´dente de fibre´s vectoriels, on obtient que
h1(Qζ
∗
,0 ⊗Hζ) = h
0(Hζ(γ + ζ))− h
0(End(Hζ)) + h
0(Qζ
∗
,0 ⊗Hζ).
Donc on a
dimy0(Kur(Qζ ,0)) ≥ h
0(Hζ(γ + ζ))− h
0(End(Hζ)) + h
0(Qζ
∗
,0 ⊗Hζ) = h
1(Qζ
∗
,0 ⊗Hζ).
La suite exacte suivante des fibre´s vectoriels
0 −→ Qζ
∗
,0(−γ − ζ) −→ Qζ
∗
,0 ⊗Hζ −→ End(Qζ ,0) −→ 0
nous donne que h2(End(Qζ ,0)) = 0 et H1(Qζ∗,0 ⊗ Hζ) −→ H
1(End(Qζ ,0)) −→ 0. Donc on a
h1(Qζ∗,0 ⊗Hζ) ≥ h
1(End(Qζ ,0)). Ensuite on obtient que
dimy0(Kur(Qζ ,0)) ≥ h
1(End(Qζ ,0)).
Autrement dit, dimy0(Kur(Qζ ,0)) = h
1(End(Qζ ,0)) et Kur(Qζ ,0) est lisse en y0. De plus on a
dimy0(Kur(Qζ ,0)) = dimx0(X)− dimx0(π
−1(y0)).
D’apre`s le the´ore`me de la semicontinuite´ de fibres (12.8, page 288 [14]), on obtient que
dimy0(Im(π)) = dimy0(Kur(Qζ ,0)) et que π est surjectif. Cela implique que Qζ ,0 est invariant
par rapport a` une de´formation miniversale.

5.6. Lemme. Soit Qζ un fibre´ de quotient ponde´re´ sur P2n+1. Soient N
′
ζ
∗ et N
′′
ζ
∗ des fibre´s de
0-corre´lation ponde´re´ sur P2n+1 qui sont de´finis par les suites exactes
0 −→ OP2n+1(−γ) −→ Q
∗
ζ
p1
−→ N
′
ζ
∗ −→ 0,
et
0 −→ OP2n+1(−γ) −→ Q
∗
ζ
p2−→ N
′′
ζ
∗ −→ 0.
tels qu’il existe un morphisme ψ : N
′
ζ
∗ −→ N
′′
ζ
∗. Alors il existe un morphisme ϕ : Q∗ζ −→ Q
∗
ζ
tel que p2 ◦ ϕ = ψ ◦ p1.
De´monstration. De la suite exacte suivante
0 −→ OP2n+1(−γ) −→ Q
∗
ζ
p2−→ N
′′
ζ
∗ −→ 0,
on obtient la suite exacte suivante de groupes cohomologiques
0 −→ Hom(Q∗ζ ,OP2n+1(−γ)) −→ Hom(Q
∗
ζ,Q
∗
ζ)
p2 ◦ •
−→ Hom(Q∗ζ ,N
′′
ζ
∗)
−→ Ext1(Q∗ζ ,OP2n+1(−γ)) −→ 0.
Comme on a
Ext1(Q∗ζ ,OP2n+1(−γ)) = H
1(Qζ(−γ)) = 0,
alors on obtient que
Hom(Q∗ζ ,Q
∗
ζ)
p2 ◦ •−→ Hom(Q∗ζ ,N
′′
ζ
∗) −→ 0.
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Comme on a le morphisme ψ ◦ p1 : Q∗ζ −→ N
′′
ζ
∗ qui est dans Hom(Q∗ζ ,N
′′
ζ
∗), donc il existe un
morphisme ϕ : Q∗ζ −→ Q
∗
ζ tel que p2 ◦ ϕ = ψ ◦ p1.

5.7. Lemme. Soit Qζ un fibre´ de quotient ponde´re´ sur P
2n+1. Soient f, f
′
deux morphismes
dans Hom(OP2n+1(−γ),Q
∗
ζ). Alors f et f
′
donnent le meˆme e´le´ment dans QuotQ∗
ζ
/P2n+1 si et
seulement s’il existe un isomorphisme g ∈ End(OP2n+1(−γ)) tel que f = f
′
◦ g.
De´monstration. C’est la de´finition de sche´ma QuotQ∗
ζ
/P2n+1 .

Le the´ore`me suivant est une ge´ne´ralisation du ([2], the´ore`me 4.4) sur P2n+1.
5.8. The´ore`me. Soient Qζ le fibre´ de quotient ponde´re´ sur P2n+1 et Nζ ,0 le fibre´ de
0-corre´lation ponde´re´ sur P2n+1 qui sont de´finis par les suites exactes
0 −→ OP2n+1(−γ)
g0−→ Q∗ζ −→ N
∗
ζ ,0 −→ 0
et
0 −→ OP2n+1(−γ − ζ) −→ Hζ −→ Qζ −→ 0,
ou` g0 ∈ Hom(OP2n+1(−γ),Q
∗
ζ). Alors chaque de´formation miniversale de fibre´ Nζ ,0 est encore
un fibre´ de 0-corre´lation ponde´re´ sur P2n+1. L’espace de Kuranishi de Nζ ,0 est lisse au point
correspondant de Nζ ,0.
De´monstration. Soient g0 ∈ Hom(OP2n+1(−γ),Q
∗
ζ) et N
∗
ζ ,0 = coker(g0) un fibre´ vectoriel
quotient de Q∗ζ correspondant au g0. Soit Y ⊆ QuotQ∗ζ/P2n+1 un composant irre´ductible de
QuotQ∗
ζ
/P2n+1 tel que g0 ∈ Y . Soient x ∈ Kur(Qζ) correspondant au fibre´ Qζ et z0 ∈ Kur(Nζ ,0)
correspondant au fibre´ Nζ ,0.
(Y, g0)
Ψ
//
Φ

(KurQζ, x)
(KurNζ,0, z0)
D’apre`s le the´ore`me 5.5, pour le morphisme Ψ, on a
dimg0(Y ) = dimx(Kur(Qζ)) + dimg0(Ψ
−1(x)),
et dimx(Kur(Qζ)) = h1(End(Qζ)). La dimension de la fibre du morphisme Ψ est e´gale a`
h0(Q∗ζ(γ))− h
0(OP2n+1), donc on obtient
dimg0(Y ) = h
1(End(Qζ)) + h
0(Q∗ζ(γ))− 1.
En faisant la meˆme chose comme dans le the´ore`me 5.5 on obtient, pour le morphisme Φ,
h1(End(Nζ ,0)) ≥ dimz0(Kur(Nζ ,0)) ≥ dimg0(Y )− dimg0(Φ
−1(z0)).
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Soit Z = {g1 ∈ Y | N ∗ζ ,1 ≃ N
∗
ζ ,0 ou` N
∗
ζ ,1 est le fibre´ correspondant a` g1 }. On obtient que
(Φ−1(z0), g0) ⊆ (Z, g0) et dimg0((Φ
−1(z0), g0)) ≤ dimg0((Z, g0)).
Donc on a
dimz0(Kur(Nζ ,0)) ≥ dimg0(Y )− dimg0((Z, g0)).
Soit Σ = {σ ∈ End(Qζ)| σ.g0 = g0}. D’apre`s les lemmes 5.6 et 5.7, on obtient alors que
dimg0(Z) = h
0(End(Qζ))− dimg0(Σ)− 1.
En conside´rant la suite exacte suivante de fibre´s vectoriels
0 −→ Q∗ζ ⊗Nζ ,0 −→ End(Qζ) −→ Q
∗
ζ(γ) −→ 0,
on obtient la suite exacte suivante de groupes cohomologiques
0 −→ H0(Q∗ζ ⊗Nζ ,0) −→ End(Qζ)
•◦g0
−→ H0(Q∗ζ(γ)),
qui nous donne dimg0(Σ) = h
0(Q∗ζ ⊗Nζ ,0). Donc on obtient que
dimz0(Kur(Nζ ,0)) ≥ h
1(End(Qζ)) + h
0(Q∗ζ(γ))− h
0(End(Qζ)) + h
0(Q∗ζ ⊗Nζ ,0).
De la suite exacte pre´ce´dente de fibre´s vectoriels, on obtient que
dimz0(Kur(Nζ ,0)) ≥ h
1(End(Qζ)) + h
0(Q∗ζ(γ))− h
0(End(Qζ)) + h
0(Q∗ζ ⊗Nζ ,0) =
= h1(Q∗ζ ⊗Nζ ,0)− h
2(Q∗ζ ⊗Nζ ,0) + h
1(Q∗ζ(γ)) + h
2(End(Qζ)).
et
. . . −→ H1(Q∗ζ(γ)) −→ H
2(Q∗ζ ⊗Nζ ,0) −→ H
2(End(Qζ)) −→ . . .
Donc on obtient que h2(Q∗ζ ⊗Nζ ,0) ≤ h
2(End(Qζ)) + h1(Q∗ζ(γ)) et que
dimz0(Kur(Nζ,0)) ≥ h
1(Q∗ζ ⊗Nζ ,0).
En conside´rant la suite exacte suivante de fibre´s vectoriels
0 −→ Nζ ,0(−γ) −→ Q
∗
ζ ⊗Nζ ,0 −→ End(Nζ ,0) −→ 0,
on obtient que
. . . −→ H1(Q∗ζ ⊗Nζ ,0) −→ H
1(End(Nζ ,0)) −→ H
2(Nζ ,0(−γ)) −→ . . .
Donc on a
h1(End(Nζ ,0)) ≤ h
1(Q∗ζ ⊗Nζ ,0) + h
2(Nζ ,0(−γ)) = h
1(Q∗ζ ⊗Nζ ,0)
et
dimz0(Kur(Nζ,0)) ≥ h
1(End(Nζ ,0)).
Alors on a dimz0(Kur(Nζ ,0)) = h
1(End(Nζ ,0)) et Kur(Nζ ,0) est lisse en z0. De plus on a
dimz0(Kur(Nζ,0)) = dimg0(Y )− dimg0(Φ
−1(z0)).
D’apre`s le the´ore`me de la semicontinuite´ de fibres (12.8, page 288 [14]), on obtient que
dimz0(Im(Φ)) = dimz0(Kur(Nζ ,0)) et que Φ est surjectif. Cela implique que Nζ ,0 est invariant
par rapport a` une de´formation miniversale.

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5.9. The´ore`me. ([19], the´ore`me 6.4). Soient E et E
′
deux fibre´s vectoriels simples non-
isomorphiques sur Pm. Si les points associe´s aux fibre´s E et E
′
sont non-se´parables (topologique-
ment) dans l’espace du module de fibre´s simples, alors il existe deux morphismes non-triviaux
ϕ : E −→ E
′
, ψ : E
′
−→ E
tels que ϕ ◦ ψ = ψ ◦ ϕ = 0.
De´monstration. voir [19]. 
5.10. Proposition. ([23], Lemme 1.2.8). Soient E et E
′
deux fibre´s vectoriels semi-stables tels
que rg(E
′
) = rg(E) et c1(E
′
) = c1(E) sur P
m. Soit ϕ : E −→ E
′
un morphisme non-trivial.
Si au moins un des deux fibre´s est stable, alors ϕ est un isomorphisme.
De´monstration. voir [23]. 
5.11. Proposition. Soient Qζ ,Q
′
ζ des fibre´s de quotient ponde´re´ sur P
2n+1 et Nζ,N
′
ζ des fibre´s
de 0-corre´lation ponde´re´ sur P2n+1 qui sont de´finis par les suites exactes, pour ζ = 0,
0 −→ OP2n+1(−γ) −→ Hζ −→ Qζ −→ 0
0 −→ OP2n+1(−γ) −→ Hζ −→ Q
′
ζ −→ 0,
et
0 −→ OP2n+1(−γ) −→ Q
∗
ζ
q
−→ Nζ −→ 0
0 −→ OP2n+1(−γ) −→ Q
′
ζ
∗ q′−→ N
′
ζ −→ 0.
Soit γ > (2n + 1)λn. Alors les points associe´s aux Nζ ,N
′
ζ sont se´parables dans l’espace du
module MP2n+1.
De´monstration. On fixe γ > (2n + 1)λn ≥
∑n
i=0 λi. Supposons que les points associe´s aux
Nζ,N
′
ζ sont non-se´parables dans l’espace de module MP2n+1 . D’apre`s la proposition 5.9, il
existe deux morphismes non-triviaux
ϕ : Nζ −→ N
′
ζ , ψ : N
′
ζ −→ Nζ
tels que ϕ ◦ ψ = ψ ◦ ϕ = 0. En utilisant la suite exacte suivante
0 −→ OP2n+1(−γ) −→ Q
′
ζ
∗ q′−→ N
′
ζ −→ 0,
on obtient la suite exacte suivante de groupes cohomologiques
0 −→ Hom(Q∗ζ,OP2n+1(−γ)) −→ Hom(Q
∗
ζ ,Q
′
ζ
∗) −→ Hom(Q∗ζ ,N
′
ζ)
−→ Ext1(Q∗ζ ,OP2n+1(−γ)).
Comme on a
Ext1(Q∗ζ ,OP2n+1(−γ)) = H
1(Qζ(−γ)) = 0,
alors on obtient
Hom(Q∗ζ ,Q
′
ζ
∗) −→ Hom(Q∗ζ,N
′
ζ) −→ 0.
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Donc, pour le morphisme
ϕ ◦ q : Q∗ζ
q
−→ Nζ
ϕ
−→ N
′
ζ
il existe 0 6= ρ ∈ Hom(Q∗ζ ,Q
′
ζ
∗) tel que q
′
◦ ρ = ϕ ◦ q. D’apre`s la proposition 3.3 Q
′
ζ
∗,Q∗ζ sont
stables. D’apre`s la proposition 5.10, on obtient que le morphisme ρ est un isomorphisme. Donc
on a le diagramme commutatif
Q∗ζ
q
//
ρ ≀

Nζ //
ϕ

0
Q
′
ζ
∗
q
′
// N
′
ζ
// 0
En re´pe´tant les meˆmes proce´dures pre´ce´dentes pour le morphisme ψ : N
′
ζ −→ Nζ , tout en
utilisant la suite exacte
0 −→ OP2n+1(−γ) −→ Q
∗
ζ
q
−→ Nζ −→ 0,
on obtient alors un isomorphisme 0 6= ρ
′
∈ Hom(Q∗ζ
′
,Q∗ζ) tel que le carre´ suivant est commutatif
Q
′
ζ
∗
q
′
//
ρ
′
≀

N
′
ζ
//
ψ

0
Q∗ζ q
// Nζ // 0.
Donc on a le diagramme suivant
0 // OP2n+1(−γ) // Q
∗
ζ
q
//
ρ ≀

Nζ //
ϕ

0
0 // OP2n+1(−γ) // Q
′∗
ζ
q
′
//
ρ
′
≀

N
′
ζ
//
ψ

0
0 // OP2n+1(−γ) // Q
∗
ζ q
// Nζ // 0
tel que q ◦ ρ
′
◦ ρ = ψ ◦ ϕ ◦ q = 0. Donc on a le morphisme suivant qui est de´fini, pour tout
x ∈ P2n+1, par
gx : Qζ
∗
x −→ (OP2n+1(−γ))x −→ 0
z 7−→ ρ
′
◦ ρ(z).
Alors on a le morphisme 0 −→ OP2n+1
g∗
−→ Qζ(−γ), c’est-a`-dire on a une section de fibre´
Qζ(−γ). Ce qui est une contradiction au fait que H0(Qζ(−γ)) = 0.

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